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Resumen

La susceptibilidad óptica lineal y no lineal en un punto cuántico cónico (CQD) 
se estudia teóricamente resolviendo una ecuación maestra de Born-Markov 
en la forma de Lindblad que incluye los procesos de emisión espontánea y 
desfase entre dos niveles del sistema cuántico nanoestructurado. Además, el 
vacío cuántico del campo electromagnético que afecta a la nanoestructura 
fue considerado como un entorno para el sistema. Los cálculos numéricos se 
realizaron para un CQD GaAs/AlGaAs. Se encontró que la posición del pico 
de resonancia presente en la respuesta óptica como una función de la energía 
del fotón incidente se desplaza hacia regiones de bajas energías (corrimiento 
al rojo) cuando se incrementan las dimensiones de la nanoestructura.

Palabras clave: Respuesta óptica, Born-Markov, nanoestructura, punto 
cuántico.

Abstract

The linear and nonlinear optical susceptibility in a conical quantum dot 
(CQD) is studied theoretically. By solving a Born-Markov master equation 
in the Lindblad form that includes the processes of spontaneous emission 
and dephasing between two levels of the nanostructured quantum system. 
In addition, the quantum vacuum of the electromagnetic field that affects 
the nanostructure was considered as an environment for the system. The 
numerical calculations were performed for a CQD GaAs/AlGaAs. It was 
found that the position of the resonance peak present in the optical response 
as a function of incident photon energy is shifted toward regions of low 
energies (red shift) when the dimensions of the nanostructure are increased. 

Keywords: Optical response, Born-Markov, nanostructure, quantum dot.

Resumo

A suscetibilidade ótica linear e não linear em um ponto quântico cônico 
(CQD) é teoricamente estudada resolvendo uma equação mestre de Born-
Markov na forma de Lindblad que inclui os processos de emissão espontânea e 
mudança de fase entre dois níveis do sistema quântico nanoestruturado. Além 
disso, o vácuo quântico do campo eletromagnético afetando a nanoestrutura 
foi considerado um ambiente para o sistema. Cálculos numéricos foram 
realizados para um CQD GaAs / AlGaAs. Verificou-se que a posição do pico 
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Introdución
Los puntos cuánticos (QDs) se definen como nanocris-
tales semiconductores compuestos por grupos IIB-VIA 
(por ejemplo, CdSe, CdTe, CdS y ZnSe) o elementos 
IIIA-VA (por ejemplo, InP e InAs). El radio es menor o 
igual que el radio de Bohr de excitación, por lo que 
los QDs exhiben propiedades ópticas, eléctricas y mag-
néticas únicas, lo que los hace potencialmente útiles 
para su aplicación al reconocimiento y detección 
biométricos (Kuang, 2011). La investigación de matri-
ces de QDs ha demostrado la viabilidad de su aplica-
ción, así como de QDs individuales. 

Actualmente existe un interés considerable en el es-
tudio de las propiedades físicas de las heteroestruc-
turas de baja dimensión, como pozos, alambres y 
puntos cuánticos. En estos sistemas, la restricción en 
el movimiento de los portadores de carga nos permite 
controlar las propiedades físicas de las estructuras (Ka-
sapoglu, 2011). El gran interés en estas nanoestructu-
ras semiconductoras está motivado por la posibilidad 
de utilizarlas como medios activos en futuros disposi-
tivos electrónicos y fotónicos de alta velocidad (Heni-
ni, 2002). Los QDs con buenas propiedades ópticas 
son potencialmente útiles en las ciencias biológicas, 
en particular para aplicaciones de detección de ge-
nes y proteómica (Kuang, 2011). Las moléculas arti-
ficiales que consisten en QDs o en anillos cuánticos 
(QRs) acoplados son particularmente atractivas porque 
muestran una gran promesa para el procesamiento de 
información cuántica y la producción de dispositivos 
de terahercios. La importancia de estudiar estos QRs se 
deriva de sus potenciales aplicaciones en dispositivos 
ópticos, electrónicos, y opto-electrónicos tales como, 
transistores de alta movilidad, diodos laser, circuitos de 
alta frecuencia para telecomunicaciones, dispositivos 
para espintrónica, y aplicaciones en superconductivi-
dad. Para la fabricación de láseres de confinamiento 
separado es necesario depositar una sección cuya 
función es mantener confinada la luz en una cavidad 
reflectora y otra sección en la que los electrones ex-
perimenten un confinamiento debido a la presencia 
de una barrera de potencial que se genera al deposi-
tar una capa de un semiconductor con una banda de 
energía prohibida lo suficientemente mayor para que 

el efecto de confinamiento de portadores sea efectivo 
(González-Fernández, 2019).  

El desarrollo de fuentes de láser sintonizables de alta 
potencia, como los láseres de electrones libres, ha im-
pulsado la realización de una serie de estudios sobre 
la interacción de campos de láser intensos (ILF) con 
portadores en sistemas semiconductores de baja di-
mensión. Esto ha permitido el descubrimiento de in-
teresantes fenómenos físicos. Podemos mencionar, 
por ejemplo, la presencia de cambios en la densidad 
electrónica de estados en pozos cuánticos (QWs), 
la medición de estados de resistencia cero en gases 
de electrones bidimensionales bajo radiación de mi-
croondas, absorción resonante de terahertz en QWs, 
y estados de Floquet-Bloch en nanotubos de carbono 
de pared simple, entre otros. Por lo tanto, estas per-
turbaciones externas pueden considerarse como una 
herramienta poderosa para el control de las propie-
dades electrónicas y ópticas de las nanoestructuras 
semiconductoras (Sakiroglu, 2017). Los campos elec-
tromagnéticos ILF y externos proporcionan un efecto 
importante en las propiedades electrónicas y ópticas 
de pozos cuánticos dobles asimétricos (ADQWs), y los 
cambios en los niveles de energía y los elementos de 
la matriz del momento dipolar dependen de la forma 
del potencial de confinamiento (Yesilgul, 2017). En 
los metamateriales, las colecciones de nanopartículas, 
huecos y/o cavidades dieléctricas metálicas o de alto 
índice permiten interacciones de luz-materia notable-
mente mejoradas en escalas de longitud de sub-onda 
que controlan y adaptan polarizaciones locales, fases 
y amplitudes de campos locales lineales y no lineales 
(Krasnok, 2018).

Además, hoy en día existen fuentes de luz cuántica, 
que permiten la posibilidad de estudiar la interacción 
luz-materia en un régimen completamente cuántico, 
donde las nanocavidades desempeñan un papel muy 
importante en el proceso de cuantización de luz, es-
tos sistemas cuánticos que incluyen cavidades se des-
criben teóricamente en el marco de la teoría de los 
sistemas cuánticos abiertos (Portacio A. A., 2019). La 
dependencia demostrada entre los estados propios de 
los QDs “puros” y las capas humedas de QWs indica 
que un análisis convencional de estructuras de QDs 
sin tener en cuenta estas capas puede no ser suficien-

de ressonância presente na resposta ótica, em em função da energia do fóton incidente, se desloca para regiões de baixas energias (redshift) quando 
as dimensões da nanoestrutura são aumentadas.

Palavras-chave: Resposta óptica, Born-Markov, nanoestrutura, ponto quântico.
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te para una caracterización adecuada (Melnik, 2003). 
Los QDs de alta densidad (alrededor de 10 por cm) 
crecidos en sustratos InP se adaptan a las longitudes 
de onda de emisión superiores a 1.3 m. Usando estas 
muestras, se han fabricado conos submicrométricos 
de tamaño micrométrico, que contienen un pequeño 
número de QDs (Huh, 2011). En el marco de la apro-
ximación adiabática, se han investigado los estados de 
energía electrónica y la absorción directa de luz en un 
CQD de GaAs, obtienendo expresiones analíticas para 
el espectro de energía y la dependencia del borde de 
absorción como función de los parámetros geométri-
cos del CQD (Hayrapetyan D. B., 2015). Las frecuen-
cias de transición intrabanda e interbanda caen en la 
parte IR y visible del espectro, respectivamente, lo cual 
situa a los CQDs como potenciales elementos básicos 
para el diseño de LED QD (Hayrapetyan D. B., 2016). 
También se han reportado cálculos de energía de con-
finamiento en función de la forma y del tamaño para 
QDs de GaAs, de forma piramidal y cónica, a través de 
un enfoque cuasi analítico y del método de elementos 
finitos (Gil-Corrales, 2018).  

Este artículo está organizado de la siguiente manera: 
en la Sección II se formula el modelo y la dinámica del 
sistema estudiado, in Sección III se presentan los resul-
tados, en la Sección IV se presenta la discusión. Final-
mente, en la Sección V se muestran las conclusiones.  

Materiales y métodos

Sistema cuántico nano-estructurado 
Consideremos un QD cónico impenetrable (ver Figura 
1), donde H, R y θ representan la altura, el radio de la 
base y el ángulo del cono. Se asume el caso de ángu-
los pequeños, es decir R << H, por lo tanto se tiene la 
siguiente aproximación:

					     (1)

La condición (1) permite aplicar aproximaciones geomé-
tricas y adiabáticas para resolver el problema (Hayrape-
tyan D. B., 2015). La energía potencial de una partícula 
cargada en dicha estructura tiene la siguiente forma:  

					     (2)

El sistema estudiado consiste de un portador de carga 
confinado en un QD con geometría cónica. En el mar-
co de la aproximación de masa efectiva el Hamiltonia-
no    del sistema en coordenadas cilíndricas es:

					     (3)

donde    es la masa efectiva del portador de carga.  

Como se describe en la ref. (Khordad, 2014), las ener-
gías y las funciones de onda de los electrones con-
finados en un QD con geometría cónica se calculan 
resolviendo la ecuación de Schrödinger tridimensional 
asociada a este Hamiltoniano.

Operador densidad y ecuación maestra
Según el formalismo de la mecánica cuántica, todo 
sistema tiene asociado un operador de estado    de-
nominado operador densidad que contiene toda la 
información del sistema. Si un sistema cuántico se en-
cuentra en el estado |ψi〉 con probabilidad pi, el opera-
dor densidad es (Sakurai, 2014):

					     (4)

donde {|ψi〉} no necesariamente es una base ortogonal 
y Σipi = 1. Al elegir una base ortonormal {|ui〉}, los ele-
mentos matriciales del operador   se pueden escribir 
en la forma:

					     (5)

El operador  también se puede definir en términos de 
sus elementos matriciales,

					     (6)

Figura 1: Modelo geometrico del QD cónico del sistama objeto de 
estudio, tomado de la Referencia (Hayrapetyan D. B., 2015)
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Para un operador    el valor esperado 〈  〉viene dado 
por:  

					     (7)

La ec. (7), indica que el valor esperado de   para un 
estado mezclado es la suma de los valores esperados 
de   para cada uno de los estados puros |ψi〉 ponde-
rado por las probabilidades pi y que puede calcularse 
como la traza del producto de los operadores    y   es-
critos en la misma base. Por tanto, si se conoce el 
operador densidad, se puede determinar la evolución 
temporal del sistema calculando el valor esperado de 
cualquier observable que se desee estudiar.

La ecuación de movimiento para el operador densi-
dad de un sistema cuántico se conoce como ecuación 
maestra. Para un sistema cuántico cerrado la ecuación 
maestra se denomina Ecuación de Liouville-von Neu-
mann y se escribe (Breuer, 2002):

					     (8)

donde    y    son el Hamiltoniano y el operador densi-
dad asociados al sistema cuántico cerrado. La ec. (8) 
produce la misma dinámica unitaria que la ecuación 
de Schrödinger para un sistema aislado. Sin embargo, 
un sistema físico real siempre estará bajo la influencia 
del entorno y la tarea de tratar de aislarlo completa-
mente de esta influencia es imposible. Inclusive en el 
caso en que la evolución del sistema se diera de forma 
ideal, de todas maneras, sería necesario exponerlo al 
entorno para poder efectuar un proceso de medición 
(Calderón Losada, 2010).

En contraste con la dinámica del operador densidad 
de un sistema cuántico cerrado, la evolución de un 
sistema cuántico abierto, en general, es no unitaria, 
ya que la interacción con el medio ambiente produ-
ce decoherencia, la cual se define como la formación 
irreversible de correlaciones cuánticas de un sistema 
con su entorno. Estas correlaciones causan la pérdida 
de información del sistema de interés. Para estudiar la 
dinámica de un sistema cuántico abierto se considera 
el acople de un sistema  con un entorno  mediante 
un Hamiltoniano de la forma (Breuer, 2002; Calderón 
Losada, 2010):

					     (9)

donde   y   son los Hamiltonianos del sistema y del 
entorno, respectivamente y      es el Hamiltoniano que 
describe la interacción entre el sistema y el entorno. El 
sistema total S + E es cerrado por tanto su evolución 

se rige por la ecuación de Liouville-von Neumann y el 
estado del sistema total se representa mediante el ope-
rador densidad    ; como el interés está en la dinámica 
del sistema, se debe considerar la traza parcial sobre 
los grados de libertad del entorno:

					     (10)

donde     es el operador densidad reducido del siste-
ma cuántico abierto S y TrE representa la traza parcial 
sobre los grados de libertad del entorno E. De forma 
análoga, la ecuación de movimiento del operador den-
sidad reducido del sistema se obtiene tomando la tra-
za parcial sobre los grados de libertad del entorno en 
ambos lados de la ecuación de Liouville-von Neumann 
asociada al sistema total

					     (11)

La dinámica definida por la ec. (11) puede ser formula-
da en el marco de la aproximación de Born, que con-
siste en despreciar términos mayores al primer orden 
en el operador Hamiltoniano de interacción      y de 
la aproximación de Markov, según la cual la evolución 
futura de      depende exclusivamente de su valor pre-
sente y no de sus valores pasados de tal forma que 
se pueden despreciar sus efectos de memoria. Estas 
consideraciones permiten escribir una ecuación dife-
rencial de primer orden para 

					     (12)

que se conoce como ecuación maestra Markoviana. 
Para la construcción de la forma más general que toma 
el generador L pueden utilizarse argumentos de la teo-
ría de grupos u optar por una derivación microscópi-
ca, en cualquiera de los casos, la forma diagonal que 
adopta dicho generador es

					     (13)

El primer término del generador representa la di-
námica unitaria dada por el Hamiltoniano   . Los 
operadores Lν se denominan usualmente como 
operadores de Lindblad, su estructura depende del 
tipo de proceso disipativo al que esté expuesto el 
sistema cuántico, λν son las tasas de relajación para 
los diferentes procesos disipativos. Combinando 
las ecs. (12) y (13) se obtiene una ecuación maes-
tra para el operador de densidad del sistema que 
se denomina Ecuación de von Neumann-Lindblad y 
tiene la siguiente forma (Leymann, 2014):
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ρ̂

∂ρ̂c

∂t
=

1

ih

[
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					     (14)

La solución de la ecuación maestra en la forma Lind-
blad proporciona la descripción dinámica más general 
de los sistemas cuánticos abiertos en la aproximación 
de Born-Markov, este tipo de ecuaciones se utiliza 
ampliamente para describir enfriamiento de átomos, 
decoherencia en información cuántica, ingeniería de 
estados cuánticos y cálculos de fotoluminiscencia (To-
rres, 2014; Albert, 2014). 

Susceptibilidad óptica
Las propiedades ópticas de un medio a través del cual 
se propaga una onda electromagnética se describen 
por la relación entre el vector de polarización P(t) y el 
vector de campo eléctrico de la onda incidente E(t). 
La relación matemática entre las funciones vectoriales 
P(t) y E(t) está ligada a las características del medio. 
Esta relación generalmente se escribe como:

					     (15)

donde ε0 es la permitividad del vacío,     es un tensor 
asociado con la susceptibilidad óptica lineal que des-
cribe procesos ópticos lineales asociados con la ab-
sorción o emisión de un solo fotón (Boyd, 2019; Wu, 
2013),     es un tensor asociado con la susceptibilidad 
óptica no lineal de segundo orden, el cual describe 
procesos de absorción de dos fotones presentes en 
fenómenos físicos tales como: el efecto Pockels, la 
mezcla de tres ondas, generación de segundo armóni-
co, suma o diferencia de frecuencias y la rectificación 
óptica (Hirayama, 2014; Zhai, 2014; Li, 2014; Xie W., 
2011; Olsen, 2013). Por último    es un tensor asocia-
do con la susceptibilidad óptica de tercer orden que 
describe procesos de absorción de tres fotones inmer-
sos en fenómenos no lineales tales como: generación 
de tercer armónico y efecto Kerr óptico (Xie W., 2013; 
Shao S. G., 2011).

Método de cálculo de la respuesta óptica en 
nano-estructuras en el régimen Born-Markov
Para resolver este problema, esta investigación propo-
ne calcular la evolución temporal del operador densi-
dad del sistema mediante la solución de una ecuación 
maestra de Born-Markov en la forma Lindblad. Ade-
más se considera como el entorno del sistema al va-
cío cuántico del campo electromagnético que incide 
sobre la nano-estructura en consideración (un porta-
dor de carga en un QD con geometría cónica), esta 

consideración permite describir formalmente los pro-
cesos de emisión espontánea (γ) entre dos niveles del 
sistema cuántico: un estado excitado |e〉 y un estado 
base |g〉 (Breuer, 2002). También se incluye un término 
de dephasing γφ que describe procesos de interacción 
con fonones; un efecto importante en electrodinámica 
cuántica de cavidades con sistemas de estado sólido.

La ecuación maestra (11) se transforma en (Vera, 
2009; Govenius, 2016):  

					     (16)

donde,            es el operador de excitación (des-
excitación) de la materia y el operador                                                                                    
que es un operador hermítico cuyo valor esperado      es 
conocido como inversión de población. Las tasas γ = 
1/T1 y γφ = 1/T2son tomados de resultados experimen-
tales o pueden ser calculados teóricamente (Breuer, 
2002). El tiempo T1 se denomina tiempo de coheren-
cia longitudinal (tiempo de emisión espontánea). El 
tiempo T2 se denomina tiempo de coherencia trans-
versal (tiempo de coherencia de fase). Generalmente 
T1 > T2 y sus valores se obtienen de resultados experi-
mentales.

La ec. (16) permite estudiar la respuesta óptica lineal y 
no lineal de nano-estructuras interactuando con cam-
pos clásicos o cuánticos, sin embargo en la literatu-
ra predomina el uso de un método fenomenológico 
convencional, basado en la ec. (16), que limita el es-
tudio de la respuesta óptica producida por la interac-
ción con campos clásicos. La solución de la ecuación 
maestra (16) proporciona el operador densidad de la 
nano-estructura con el que se calcula el valor espera-
do del operador polarización eléctrica inducida de n-
ésimo orden            . A partir de éste se encuentran las 
expresiones de la respuesta óptica en nano-estructuras 
usando el formalismo de sistemas cuánticos abiertos 
como mostró Portacio et al. (Portacio A. A., 2019).

La solución de la ecuación de Schrödinger asociada al 
Hamiltoniano (3) está dada por (Gil-Corrales, J. A., et 
al., 2018):

					     (17)

donde C es la constante de normalización, Jν y Jm son 
funciones de Bessel de primera clase de orden ν y m, 
respectivamente;                                    .

Al utilizar las condiciones de frontera se obtienen las 
siguientes relaciones:  
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la Figura 2. Este comportamiento concuerda con los 
resultados reportados en la ref. (Portacio A. A., 2016).

Discusión
De esta forma, se ha encontrado que el tamaño de la 
nano-estructura juega un papel importante en sus pro-
piedades ópticas, abriendo así nuevas oportunidades 
para la exploración práctica del efecto del tamaño en 
estos dispositivos cuánticos. Se espera que los resul-
tados obtenidos en este trabajo puedan contribuir a 
la interpretación de los estudios experimentales y pro-
porcionar un nuevo modelo para la aplicación prác-
tica, como los interruptores ópticos, fotodetectores 
infrarrojos y moduladores electro-ópticos.

Conclusiones
En este trabajo, se ha presentado un estudio del efecto 
del tamaño sobre la respuesta óptica lineal  y cam-
bios de índice de refracción lineal ∆n/nr en un CQD 
de GaAs/GaAlAs. Los cálculos fueron realizados usan-
do el formalismo de la matriz densidad y dentro de 
la aproximación masa efectiva. Se observó que la po-
sición de los picos de resonancia presentes de a(1) y 
∆n/nr, se desplazan hacia regiones de bajas energías 
(corrimiento al rojo), cuando aumentan las dimensio-
nes de la nano-estructura.
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				    m = 0, ± 1, ± 2, ...,	 (18)

					     (19)

donde R y H corresponden al radio y altura del cono, 
respectivamente, como en la Figura 1. Los autovalores 
de la energía tienen la forma

					     (20)

Resultados
En esta sección se analiza el efecto del tamaño y del 
índice de refracción en la respuesta óptica lineal de un 
QD de AsGa/AsGaAl con forma cónica. Para realizar 
los cálculos se usaron los siguientes parámetros: masa 
efectiva del electrón m* = 0.067m0 (m0 que es la masa 
del electrón libre), T1 = 1 ps, T2 = 0.2 ps, nr = 3.2. Se 
mantuvo la altura constante H = 50 nm y se varió el 
ángulo θ de 7.5° a 17.5° en intervalos de 2.5°, con lo 
cual el radio de la base del cono R, medido en nm, 
asume los valores R = 6.58, 8.82, 11.08, 13.40, 15.76. .

En la Figura 2, que corresponde a la relación de la res-
puesta óptica lineal a(1) y la energía del fotón, se pue-
de observar que, al aumentar el ángulo θ (y por tanto 
el radio de la base) la energía del fotón disminuye (co-
rrimiento al rojo).

En la Figura 3 se muestra el cambio del índice de refrac-
ción ∆n/nr con respecto a la energía manteniendo la 
altura H constante y variando el ángulo θ. Se nota que 
al aumentar el ángulo, el pico de resonancia también 
sufre un corrimiento hacia el rojo como en el caso de 

Jm(

√
kmp

R
) = 0 Jv (kmpjH) = 0

Empj =
h2k2

mpj

2m∗

e

Figura 2: Respuesta óptica  de un QD de forma cónica en función 
de la energía del fotón incidente, para los valores del radio  nm con 

una altura  nm, que corresponde a los ángulos .

Figura 3: Cambio del índice de refracción de un QD de forma 
cónica en función de la energía del fotón incidente, para los valores 
del radio  nm con una altura  nm, que corresponde a los ángulos .
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